UNIVERSITE GRENOBLE-ALPES

INSTITUT FOURIER

RAPPORT DE TRAVAIL D'ETUDE ET DE RECHERCHE

Petit et grand théoremes de Picard, le point de
vue géométrique

Auteur : Enseignante encadrante :
Anthony FORESE Agnes COQUIO

FIGURE 1 — Charles Emile Picard, 24 Juillet 1856 - 11 Décembre 1941

Mai 2019



Table des matieres

Introduction 2
1 Introduction aux notions de géométrie complexe 3
1.1 Outilsde base . . . . . . . . . e e e 3
1.2 Notions sur les homographies et les inversions . . . . . . . ... ... ... ... ... . .... 4
2 Le disque de Poincaré, point de vue géométrique 12
3 Petit et grand théoréme de Picard par le point de vue géométrique 20
3.1 Courbure complexe et application au petit théoréme de Picard . . . . . ... ... ... ... 20
3.2 Familles normales, métrique sphérique et grand théoreme de Picard . . . . . . . . .. ... .. 27



Introduction

Petit théoréme de Picard
Soit f une fonction entiere & valeurs dans un ouvert U C C. On suppose que C \ U contient au moins deux
points. Alors f est constante.

Le petit théoreme de Picard est seulement un cas particulier du grand. On parle généralement du
< Théoreme de Picard »lorsque I'on a besoin de ce résultat en analyse complexe mais on cite le grand
théoreme de Picard ci-dessous qui est le théoreme original énoncé et démontré par Emile Picard.

Grand théoréme de Picard
Soit U = D'(0, ) = D(0, ) \ {0} et soit f une fonction holomorphe sur U qui admet une singularité essen-
tielle en 0. Alors si V' est un voisinage ouvert de 0 inclus dans U,

f(V) 2 C\ {z}

pour un certain zg € C.

Le grand théoreme de Picard a été démontré pour la premiere fois par Emile Picard lui méme en 1880.
C’est un théoreme important de ’analyse complexe, il montre bien que les fonctions a variables complexes
et plus particulierement les fonctions holomorphes ont un comportement trés différent des fonctions a va-
riables réelles. Il est possible de le démontrer seulement avec les résultats classiques de ’analyse complexe.
La démonstration originale n’utilisait d’ailleurs que les méthodologies classiques de I’analyse complexe. Mais
cette démonstration est assez difficile puisqu’elle nécéssite la construction d’une fonction du demi plan com-
plexe surpérieur & valeurs dans C \ {0,1}. Cette fonction est appelée fonction elliptique modulaire et est
utilisée dans plusieurs domaines de ’analyse.

L’approche géométrique de cette démonstration dont nous allons parler est a la fois plus simple et plus
naturelle une fois les nouveaux concepts introduits. De plus il n’est pas nécéssaire d’avoir de grande connais-
sances en géométrie complexe, ni méme en géométrie euclidienne. Nous devons cette approche a Lars Valerian
Ahlfors (1907 - 1996) qui a été le premier a voir le lemme de Schwarz comme une inégalité sur les courbures. Ce
nouveau point de vue s’est rapidement développé et permet maintenant d’offrir de nouvelles démonstrations
a des théoremes classiques d’analyse complexe.

Dans ce rapport, nous commencerons par définir les outils principaux dont nous aurons besoin. Puis
nous allons énoncer quelques résultats de la géométrie complexe dont nous allons avoir besoin pour cer-
taines démonstrations plus tard. Ces résultats concernent notamment les homographies, les transformations
de Mobius, les inversions et la sphere de Riemann.

Pour nous familiariser un peu plus avec ces nouvelles notions nous nous concentrerons sur 1’étude des pro-
priétés géométriques et topologiques du disque de Poincaré D muni de la métrique de Poincaré p.

Dans la derniere section nous définirons la notion de courbure. Cette définition et les propriétés qui en
découlent nous conduiront au lemme de Schwarz vu par Ahlfors. En précisant les notations dans ce lemme
on peut démontrer le théoreme de Liouville du point de vue géométrique qui nous dit qu'une fonction holo-
morphe, & valeurs dans un ouvert muni d’une métrique de courbure majorée par une constante négative, est
constante. Il ne restera donc plus qu’a trouver une telle métrique pour prouver le petit théoreme de Picard.
Pour la démonstration du grand théoréeme de Picard, nous allons introduire la notion de famille normale qui
va naturellement nous amener & parler du théoréeme d’Ascoli et du théoreme de Montel. Puis en definissant
les familles normales sur la sphére de Riemann et en utilisant les quelques propriétés démontrées dans la
section 1 nous arriverons a démontrer le grand théoreme de Picard.

Les démonstrations proposées s’appuient sur [1] pour la section qui concerne les homographies et sur [2] pour
les sections 2 et 3.



Notation.
Le disque unité {z € C: |z| < 1} sera noté D.

Prérequis.
Il sera admis que le cours de fonctions holomorphes du premier semestre de M1 mathématiques générales de
I’année scolaire 2018 - 2019 donné a I'Institut Fourier de Grenoble est connu. On pourra donc utiliser tous

les théoremes, lemmes, propriétés et résultats qui y ont été énoncés et démontrés sans avoir a nouveau a les
démontrer.

1 Introduction aux notions de géométrie complexe

1.1 Outils de base

Nous allons définir dans cette partie les outils mathématiques de base qui vont nous permettre d’étudier la
géométrie complexe.
Tout d’abord nous allons définir la notion de métrique que nous allons utiliser.

Définition 1.1 Soit 2 C C un ouvert connexe. Une métrique sur 2 est une fonction p qui est positive
sur Q et C2sur {z € Q:p>0}.
SizeQeté e C un vecteur on définit la longueur de £ en z par

1€llp.= = p(2) - [€]-

Exemple. Soit (2 = D, le disque unité. Pour tout z € D, on pose

1
p(z) = m

qui définit une métrique appelée métrique de Poincaré. Cette métrique sera un outil important dans la
démonstration du théoreme de Picard.

Avec la géométrie dans le plan complexe vient naturellement l'utilisation de chemins et de lacets. Ainsi
nous definissons

Définition 1.2 Soit 2 C C un ouvert connexe et p une métrique sur 2. Si
v :a, 0] = Q

est un lacet continuement différentiable, on définit sa longueur pour la métrique p par

b
L(7) = / 158 oy

On peut ainsi définir la distance entre deux points.

Définition 1.3 Soient P et () deux points de 2. La distance de P a @ pour la métrique p est définie par
dp(P,Q) = inf{l,(7) : v € Ca(P, Q)}

out Co (P, Q) est 'ensemble des chemins continus et différentiables de P vers Q.



Puis pour finir deux définitions qui nous seront utiles pour quelques propriétés qui vont nous faciliter le
travail.

Définition 1.4 Soient 2; et €25 deux ouverts connexes et

f:Ql*)QQ

une fonction C? avec des zéros isolés.
Soit p une métrique sur 3. On définit la métrique image de p par f par

of
Feote) =i |5 ).
z
Remarque. Comme on prend f suffisamment réguliere, ¢’est une métrique sur §2;.
Définition 1.5 Soient ; et 5 deux ouverts connexes et

f:Qlﬁﬂg

une fonction C! surjective.
f est une isométrie de la paire (91, p1) avec la paire (22, p2) si Vz €

[ pa(2) = p1(2).

1.2 Notions sur les homographies et les inversions

On se placera ici sur C=cCu {o0}. Le but de cette partie est d’étudier les homographies : leurs propriétés
géométriques et comment elles agissent, notamment sur les droites et les cercles. Nous ferons aussi un bref
détour sur la sphere de Riemann et quelques propriétés géométriques a son sujet.

Définition 1.6 Une homographie sur C est une fonction f de C dans C

ar+b
cr+d

frxr—

avec a, b, c,d € C vérifiant ad — bc # 0.

Remarque. Si ad — be = k € C, quitte & diviser a, b, ¢ et d par vk, on peut supposer ad — be = 1 sans
changer la fonction f. (On écrit k = |k|e?, une racine carrée est donc \/[k[e??/?).

Remarque. f est définie comme une fonction de C dans C avec en plus f(oco) = & et f (—%) = 00.

On va maintenant décrire la forme canonique d’'une homographie qui vérifie ¢ # 0. Cette forme peut étre
utile pour certains calculs.

Propriété 1.1 Si f est une homographie telle que ¢ # 0 alors il existe «, 3, € C tels que Vz € C

(07




5 . . az+b
Démonstration. On prend f: z — 257 avec ¢ # 0. On a

az+b
cz+d
caz+b

ccz+d

acz + bec + ad — ad
c(cz +d)

a(cz +d) + bc— ad
02(2—1—%)

a bc—ad 1

c c? z+%

flz) =

be—ad . ﬁ

On a donc ici o = 25*4;

I
ol

ol

; Y=

Remarque. Si on a ad — bec = 0 alors la fonction est constante. En effet, deux cas se présentent.
e Sic=0 alors ad = 0. Soit d =0 et f = o0, soita:Oetfzg.
e Si ¢ # 0 on peut écrire Vz € C

a bec—ad 1 a
2+ 4

C

On déduit immédiatement de la propriété précédente

Propriété 1.2 Les homographies sont engendrées par les similitudes et z — %

Démonstration. La propriété précédente nous dit qu'une homographie est la composée de z — z + 3 avec
z»—>%etz»—>7+az.
O

Essayons maintenant de caractériser les homographies. On a le théoréme suivant qui nous sera utile pour la
démonstration d’un théoreme un peu plus loin.

Théoréme 1.1 Les homographies non constantes sont entierement déterminées par les images de 3 points.

Démonstration. Constatons dans un premier temps que les homographies forment un groupe pour la loi de
composition. En effet

e La bijection réciproque d’une homographie est une homographie. Soit f : z — &5
que f7l:z— % est bien la bijection réciproque de f et c’est une homographie.

e Soient f et g deux homographies définies par

az+b

on voit par le calcul

az+b
et
( )_a'z—|—b’
9\# T odz+d]
OnaVzeC,



a z+b’
ac’z+d’ +b
0g(z) = ——
fo9le) =
_ (aad' 4+ bc')z 4 (ab' + bd)
~ (ca' + d)z + (b +dd")

La composition de deux homographies est bien une homographie.

Il reste & voir que pour n’importe que triplet de points distincts u,v,w € C il existe une unique homo-
graphie qui envoie respectivement u, v, w sur 0, 1, co.

On suppose donc f(u) =0, flw) =1, f(w) = co.

On a les résultats suivants dans le cas ol ni u, ni v, ni w ne vaut co.

b
WEP 9 = b=-au
cu+d
b
av + =1 = av+b=cv+d
cv+d
aw+b
= 00 = d=—cw
cw+d
On a donc a = ct=, b=ci="u, d = —cw. Puis par l'identité ad — bc = 1 on trouve
2 v—u

_(vfw)(wfu)'

On choisit 'une des racines carrées de ¢, peu importe le signe, cela ne changera pas la fonction f et on trouve
les coefficients a, b et d.

v—w
Si u = 0o, on peut prendre f(z) =

z—w

. z2—u
Si v = 00, on peut prendre f(z) =

zZ—w

Z2—u

Si w = o0, on peut prendre f(z) =

v
Ces trois derniers cas nous donne l'existence et il suffit de diviser par la bonne constante pour avoir ad—bc = 1
et avoir 'unicité.
On a donc existence et unicité d’une telle homographie.

Remarque. L’unicité ne nous sera pas utile pour la suite.

Il nous reste encore une propriété géométrique intéressante a démontrer. Comme on va plus tard étudier des
disques et des cercles, on aimerait savoir comment agissent les homographies sur 'ensemble {droites, cercles}.
Voici ce que nous dit la propriété suivante.

Propriété 1.3 Les homographies envoient ’ensemble {droites, cercles} sur 'ensemble {droites, cercles}.

Démonstration. On a dans la propriété 1.2 que les homographies sont engendrées par les similitudes et les
inversions. Il est évident que les similitudes stabilisent I'ensemble {droites, cercles}. Mais qu’en est-il des
inversions ?



Considérons la fonction f : z — % = @ Elle a le méme effet sur 'ensemble {droites, cercles} que la fonction
Z % car la fonction z — Z est une symétrie d’axe Ox donc elle laisse les droites et les cercles invariants.
On voit dans un premier temps que I'image par f d’une droite passant par ’origine est cette méme droite.
Considérons une droite ne passant pas par l'origine.

Zg T Z4

FIGURE 2 — Image par f d’une droite

Appuyons nous sur ce dessin pour faire montrer que f(droite) = cercle. On note (L) la droite & étudier et on
suppose qu’elle ne passe pas par l'origine. Soit zg le projeté orthogonal de O sur la droite (L) et soit z; € (L)
distinct de zp. On note z{ = f(z0) et z{ = f(21). On a par le calcul

2z 1 2
20 2021 21|
Mais aussi
1 1 _ _
/ / —_ — =
20— 21| _ |z Em | 21— 2o 11
Z0 — %1 Zo — %1 2021 (ZO — Zl) Z0%1

Ceci montre que les triangles 2,0z} et 210z sont semblables et donc on a I’égalité sur les angles suivante

—_— —_—
Oz, = Ozyz1.

Ainsi, pour tout z; € (L), le triangle 2,0z} est rectangle en z{. Ceci montre que 'image par f d’une droite
20

2|zo[?

Il reste a chercher 'image par f d’un cercle ne passant pas par ’origine.

est un cercle de centre et de rayon R = ﬁ



FIGURE 3 — Image par f d’un cercle ne passant pas par 1’origine

Soit C un tel cercle. On note 2 son centre et R son rayon. On introduit la puissance du cercle C par rapport
au point O notée p et définie par

p =002 — R%.

On a de plus pour toute droite passant par O et coupant le cercle C en deux points notés M et M’ I’égalité
suivante.

—
O_]>\4-OM':p.

En effet, on a en utilisant le théoréme de Pythagore et en notant I le milieu de [M, M']

OM -OM' = (O + I3l) - (OF - 13l
=0I* - IM?
=00? - QI? — R?* + IQ?
=00 - R*.

Montrons maintenant que m = f(M’) est 'image de M par 'homothétie h de centre O et de rapport %. On
a

o e

oM OM oM 1

OM'| — on oM’ 1OM'| — [OM'|!

Oh(M

Ainsi, comme les vecteurs sont collinéaires

Py
Oh(M) = % — of(r’S.

On en déduit, h(M) = f(M') = m.



Ainsi f(C) = h(C) qui est le cercle de centre h(2) et de rayon %.
O

Remarque. Pour la derniére partie de la démonstration le méme raisonnement fonctionne encore si
M=M.

Parlons maintenant plus précisément de la sphére de Riemann. On considere la sphere S? de R3, de centre
(0,0,0) et de rayon 1.

Definition 1.7 On appelle projection stéréographique ’application

p: $*\{(0,0,1)} - C

1
(a,b,c) Hﬁ(a+lb)

L’application inverse est donnée par

p s C = $\{(0,0,1)}
2a 2b 2
ib 1— .
@t H(1+a2+b?’1+a2+b2’ 1+a2+62)

Remarques. Si c =1on aa=>b=0 et donc le point (a,b,c) = (0,0, 1) s’envoie sur le point oo par la
projection stéréographique. De plus si a + ib = oo, la projection inverse de a + b est (0,0,1). La sphere de
Riemann est I'image par la projection stéréographique de S2.

On aimerait, pour une démonstration un peu plus tard, définir une métrique sur C. Pour cela on va partir
de S? que l'on connait déja bien et essayer de construire une distance sur ¢ qui corresponde a 'image par la
projection stéréographique de la distance sur S2. Pour bien différencier, on notera par un d les distances sur
la sphére de Riemann et par un 6 les distances sur la sphere S2.

On a deux notions de distance sur S? : la distance euclidienne et la distance sphérique. On considere deux
points distincts A = (a1,b1,c1) et B = (ag, ba, c2) de S?, on note z4 = p(A) et zp = p(B).

On va d’abord s’intéresser a la distance sphérique de S%. Cette distance est la longueur d’une géodésique
reliant les deux points. Ces géodésiques sont les arcs de grands cercles passant par les deux points. Si les
points sont antipodaux, il existe une infinité de grands cercles possibles et les deux arcs reliant les points sont
de méme longueur. Sinon on prend le plus court des deux arcs du grand cercle passant par les deux points.

Si on note 6 'angle entre OA et OB, on a

0(A,B) =6.
E done de calculer 6. O =1y 2
ssayons donc de calculer §. On remarque que ¢; = ———— et 1 —¢; = ———.
g TS T P Tl
On a alors
s
OA-0B = cos(0)
= qiag + bi1by + c1c9
= (1 - Cl)(l — CQ)Re(Z]_ZTQ) +cic9
0 1-— 0
Puis on utilise Pindentité tan®(=) = 1= cos(h) en remplagant cos() par sa valeur et on trouve
2 1+ cos(6)
0 |21 — 222
tan?(=) = L 21
an (2) |1+Z152‘2



d’ou
0 = 2 arctan (lzl_z2|> .
|1 =+ 2122|

On choisit de définir la métrique sur la sphere de Riemann ainsi. Pour tout z € C

2

)=

Vérifions que cette métrique correspond bien a la notion de distance que nous venons de trouver.
Commengons par le casou P =0et Q@ =R+ 0i € R.
Si on a un chemin reliant P & @, v:[0,1] — C,

1
- / ) ot

1
- / (4 () (1) at

)
‘/o T+ e
<), () >
2 2/ FOIa+ HOE
= [arctan |y(t) |](1J

= 2arctan(R).

az+b
cotd avec

Passons au cas général. En admettant que les automorphismes de C sont les homographies h : z —
ad —be#0,onaVzeC

Txh(z) = 2 5 :Zj+ STJ

1+ %g\

B 2|ad — be|

ez +d|? + |az + b2

_ 2|ad — be| )
(5 12P)lad — be]

- 2

142

=7(2).

Pour trouver (%) on a besoin de remplir les conditions

le? +a* = |ad — be]
6] +[b]* = |ad — be|
Re(ecd+ab) =0

ce qui est vérifié si ¢ = —B et d =a.
On choisit h : z +— qui envoie P sur 0 et on obtient

1+P

10



d‘r(P7 Q) = d‘r(h(P)7 h(Q))

—dT<0, Q_P>.
1+ PQ

Ainsi on peut calculer directement

_ - Q—-P B Q—P
dxa@>¢mwmwnm(aL+PQD2mmm(L+PQD.

Ceci explique le choix de la métrique 7.

Parlons maintenant de la distance euclidienne entre deux points A et B de la sphere. Cette distance vaut
sur la sphere §(A,B) = 2sin(%). Elle est associée & la distance sur la spheére de Riemann définie par

20za— P . . . .
d(A,B) = [2a—zp| . On en déduit par concavité du sinus et par comparaison entre la distance
V1+lzal2y/1+]25]2
euclidienne et la distance sphérique, I'inégalité suivante

2
20 <d(A,B)<0.
™

Puis en projetant sur la sphere de Riemann on obtient

6 < gd(A, B) < w|z4a — z5]|.

Pour résumer, on a
e Distance sphérique :

‘Zl E 22‘ ) ( 1 )
d-(z1,22) = 2arctan | ——— d-(z1,00) = 2arctan [ — | .
(1,2) (o lel B

e Distance euclidienne :

2‘21 — 22‘ 2

d(Zl,ZQ) = d(Z]7OO) = \/TW

VI PRI [P

e [’inégalité sur les distances :

2
;d‘r(zlaZZ) < d(Zl,ZQ) S dT(ZlazQ)~

11



2 Le disque de Poincaré, point de vue géométrique

Dans cette partie, nous allons étudier les propriétés du disque de Poincaré D C C. Plus précisément, nous
allons manipuler la métrique de Poincaré vue précédemment dont nous rappelons la définition.

Définition 2.1 Soit D le disque unité. On définit une métrique sur cet ensemble appelée métrique de
Poincaré par

1

p(z) = 1*7\42

Nous allons avoir besoin dans cette partie d’'une propriété qui caractérise les bijections de D pour pou-
voir étudier plus facilement sa structure.

On rappelle qu'une transformation de Mdébius sur le disque D, généralement notée ¢, pour un certain nombre
complexe a de module strictement inférieur a 1, est définie par

zZ—a

Pa(z) =

T 1-—az

Une rotation d’angle T est généralement notée p, pour un certain nombre réel 7 et est définie par
pr(z)=z-e

On a donc la propriété suivante dans le disque de Poincaré.

Propriété 2.1 Soit f : D — D une bijection. Alors f est la composée d’une transformation de Mobius
notée ¢, et d’une rotation d’angle 7 notée p..

Démonstration. On voit qu'une rotation d’angle 7 est une bijection de D dans D et que son inverse est la
rotation d’angle —7. Vérifions maintenant qu’une transformation de Mobius est une bijection de D dans D.
Soit a € C de module strictement inférieur a 1 et soit ¢, la transformation de Mobius associée. Soit z € D, on a

2
zZ—a

|ba(2)]* =1 = -1

1—az
e

l—az 1—aZz
_|2]? +al? — 2Re(za)
1+ al?|z]? — 2Re(za)
_ [z +laf? — 1 —a?2?)
N |1 —az|?
_ A —la)(e* = 1)

[1— az|?

< 0.

L’inégalité finale vient du fait que |a] < 1 et |z| < 1. De plus, on constate par le calcul que ¢, est bijective
d’inverse ¢_,.

Avec ceci vérifié, on peut commencer & démontrer notre théoreme. Soit f une fonction bijective de D dans
D, on note f~1(0) =c. On a

12



fod—c(0)=f(c)=0
1

[fod-c(x)l < vzeD
¢co f7H(0) = de(c) =0
g0 fTH(2) <1 Vze D

Donc par le lemme de Schwarz, on a Vz € D

[f o ¢—c(2)] < |2 (1)
b0 fH(2)] < |2l (2)

On applique (1) & Z = ¢. o f~1(2) € D et on combine cela avec (2) appliqué en Z et on obtient VZ € D

<
<

2] < [ o fTH(R)] < I
Et ainsi il existe A un complexe de module 1 tel que Vz € D
bc 0 f_l(z> = Az

donc

O

Cela va étre d’une grande aide pour I’étude de la structure de D puisqu’on aura seulement & se soucier des
rotations et des transformations de Mdobius des qu’on aura a faire a des bijections. Cela sera au moins le cas
lorsque ’on va étudier les isométries.

Propriété 2.2 Soit h une application conforme bijective de D dans D. Alors h est une isométrie de (D, p)
avec (D, p).

Démonstration. On sait par la propriété précédente que h est la composée d’une rotation et d’une transforma-
tion de Mobius. Il suffit donc de vérifier que cette propriété est vraie pour les rotations et les transformations
de Mobius.

e Si h est une rotation, on écrit h(z) = z - 1 pour tout z dans D et pour un certain u de module 1. On a donc
Vze D

% p(z) = ' (2)] - i = ! =p(z
b p(z) 1—|h(z)2 1—|zu2 11—z o)

e Si h est une transformation de Mobius, on note h(0) = —a et donc h(z) = =% pour tout z dans D. On a
donc Vz € D
l—az+a(z—a) 1—|a|?
W' (2)] = —3 =T
(1—-az) |1 —az|

13



et donc

1 1—|al?
hxp(z) = ||z 2 11— az?

T—az

_ 1—|af

1 —az]2— |z —al?

_ 1—|a?

C 1= 22— af? + |af? ]2

- 1

EE

= p(2).

O

Avec cela nous pouvons calculer plus précisément la distance entre deux points de D pour la métrique de
Poincaré p.

Propriété 2.3 Soient P et () deux points de D. Alors la distance de P a @ pour la métrique de Poincaré est

1 (1+[ER
4(P.Q) = 5 log | - 2 _5
-PQ

Démonstration. e Premiere étape :
Commencons par le cas simple ot P=0et Q = R+ 0i € DNR.
D’une part, on a pour le chemin v : [0,1] — D défini par v(t) = tR,

1
,) = / 140 oyl

1
— [ ot
0
1
1
—R[ ——at
8]
[, (tRN]
2% \i-r)|,

1, (1+R
2% \1-Rr)"

D’autre part si on prend un chemin quelconque v de 0 & R, on peut écrire v = 71 + iz, on a

14



La derniere inégalité étant obtenue par changement de variable s = 7 (¢).
Ceci montre que
1 1+R
d ==1 — .
(0.7) = og (177
e Deuxieme étape :
Si h est une application conforme bijective de D dans D, on a pour tout v € Cp(P, Q)

b
lp(hov)*/ p(hor(t)) - [/ () - B (v(8))|dt

/pm )y ()l
/

b

"(t)|dt

Lp(y

Donc on sait que si 'on applique une rotation ou une transformation de Mobius & P et @ simultanément,
alors la distance est invariante.

e Troisieme étape :

On a par la deuxieme étape en appliquant la transformation de Mobius ¢p puis la rotation qui envoie ¢p(Q)

sur [¢p(Q)]
dp(P,Q) = dp(0,9p(Q)) = dy(0, [6p(Q)))-

Puis par la premiere étape on a directement le résultat

1+|¢P(Q)|>:1lo +‘1 PQ
1—[¢p(Q) 2 17’13 Q

1-PQ

4(P.Q) = d,(0.[6p(Q)) = 5105

O

Parlons maintenant de la structure topologique du disque de Poincaré muni de sa métrique p. Voici quelques
propriétés qui vont nous aider & comprendre la topologie de la paire (D, p).

Propriété 2.4 La topologie induite par la métrique de Poincaré p sur le disque D est la topologie usuelle.
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Démonstration. On va d’abord montrer que les boules pour la métrique de Poincaré centrées a 1’origine sont
des boules centrées a l'origine dans la topologie usuelle. On a pour r > 0

d,(0,2) <r

1 14 |2|
= =1 <

2 °g<1—|z|)—7“
= 1<+|Z|5562r

1— ||
& 14 |z] — € 4 |z]e*" <0
- | ‘< 6%"__1

2] < ——.

et

En considérant ce calcul et la propriété 1.3, I'image par la transformation de Mobius ¢, de ces boules sont
des boules. Plus précisément si on note B, les boules du disque de Poincaré pour la distance d, et B les

R(1—|z[?)
17‘Z0|Z20R2 ) D

e 1s 2 _ 1-R?
boules euclidiennes de R?, on a B,(2o,7) = B|v‘(17|z0|2R2 20,

Propriété 2.5 Le disque de Poincaré D muni de la métrique p est un espace métrique complet.

Démonstration. On se donne (uy,), une suite de Cauchy pour la métrique de Poincaré p. Soit £ > 0, il existe
un rang N € N tel que Vn,m > N on a

dp(tn, um) <e.

Ce qui donne par la propriété 2.3

Up —Um

1 L+ 1-Unum

—log| ——— | <¢

2 1 Up — Uy
1—Upum

i.e.
[thr, — Upp | Uy, — Uy, 628—1<626—1
2 Tl —TUpt, | T €241 7 2

et on en conclut donc en faisant un développement limité de €2 — 1 que
[tp — um| < C -

pour une certaine constante C' positive.
Ceci montre que (uy, ), est de Cauchy dans C qui est complet donc converge pour la distance euclidienne vers
une limite notée u. On fait tendre m vers oo dans la premiere inégalité ce qui montre que d,(ux,u) < € donc
ueD.

O

Parlons maintenant de la géométrie dans le disque de Poincaré.

Propriété 2.6 Soient P et ) deux éléments de D. La courbe de longueur la plus courte ou géodésique
reliant P & Q est Vt € [0,1],

vro(t) = 5 0P
—P
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Démonstration. On se donne ¢ : z — Z:Fi une transformation de Mobius. On sait déja que le plus court

1
chemin reliant ¢(Q) et ¢(P) = 0 est le chemin 7 défini par 7(t) = t-$(Q). On peut appliquer la transformation

1, 2+ P
070 =15,

a 7 sans changer les distances puisque c’est la transformation de Mdbius ¢_p. On a donc que ¢! o 7T est le
chemin le plus court reliant P & Q. Or ¢! o 7 est exactement vp,g. O

Remarque. Les courbes vp, ¢ sont en fait des arcs de cercles. En effet, si 'on prolonge le segment [0, ¢(Q)]
du disque D, sur le plan complexe on obtient une droite. Or on a vu dans la section précédente que l'image
d’une droite par une transformation de Mdbius est un cercle. Ici nous avons seulement un segment inclus
dans la droite, donc par un argument de connexité on en déduit que vp o est un arc de cercle.

Propriété 2.7 Soit o une métrique sur D telle que toute application conforme de D soit en fait une
isométrie de la paire (D, o) avec la paire (D, o). Alors o est un multiple de la métrique de Poincaré p.

Démonstration. Si on se donne zy € D alors 'application h définie par

zZ+ 2o
h =
(Z) 1 =+ Z_()Z

est une isométrie. Donc on a en particulier

hxa(0) = a(0).

Ce qui donne
[1(0)|o(h(0)) = o(0)

et donc en remplagant h(0) = zg et en isolant o(zp) on se retrouve avec

1 1

o(20) = W'U(O) = W'U(O) = p(20) - o(0)

qui est bien le résultat attendu.
O

On sait donc que la métrique de Poincaré p est la bonne métrique pour étudier le disque de Poincaré. On
peut donc se demander quelles sont toutes les isométries pour la métrique p.

Propriété 2.8 Soit f : D — D une fonction C' telle que Vz € D
[ p(2) = p(2).

Alors f est holomorphe et injective. Donc f est la composée d’une rotation et d’une transformation de Mobius.

Démonstration. On suppose dans un premier temps que f(0) = 0. On note Cg, pour R > 0, le cercle de
centre 0 et de rayon R pour la distance d,. Comme f préserve la métrique donc les distances, on a que
f(CRr) C Cg. De plus f est injective, en effet soient x,y € D tels que f(z) = f(y), alors on a

0=dy(f(z), f(y)) = dp(z,y)-

Ce qui montre que = = y.
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Maintenant, prenons P € C'g. On a

F(P) = $0) _ 5P| _,
P—0 1P|

i.e.

[f(P)| = [P].

En faisant R — 0T on obtient que f est conforme & I'origine. Précisons un peu ce point, il s’agit en fait de
vérifier que f est holomorphe ou anti-holomorphe a 1’origine.
Notons z =z +1iy; flz+iy) = u(z,y) + vz, y); a= %(O, 0); b= g—’y‘(O, 0);

c=52(0,0);  d=52(0,0).

On fait le développement de Taylor en (0,0) de u et v & ordre 1 et on obtient

w(z,y) = azx +by+o(lz]) et v(z,y)=cr+dy+olz]).

Si P =z + iy en remplacant on a

(a + by + o{(21))? + (e + dy + o(|2]))? = 2 + 7
(a® 4+ c*)a? + (* + d?)y? + 2(ab + cd)zy + o(|2])?) = 2% + 4>

D’ou par identification

a2+c2=1
bV +d?=1
ab+cd=0

e Sia=0.
On obtient cd = 0 donc d = 0 et ainsi ¢? = b?> = 1. Par les equations de Cauchy-Riemann cela montre bien
que f est holomorphe ou anti-holomorphe en 0.

eSia#0

On trouve b = —<¢ d’ot en remplagant on trouve c?d? 4+ d?a® = a® puis d*> = a® ce qui nous donne d = a et
b= —ecpour e =1 oue = —1. Ce qui montre que f est holomorphe en 0 si € = 1 et anti-holomorphe en 0 si
e=—1.

Mais on sait que f préserve la métrique p ce qui veut dire

frp=p(f) %

donc nécessairement
of
- 0
5|

donc f est bien holomorphe.
Passons maintenant au cas ot on a pas forcément f(0) = 0. Si 'on pose pour un zg € D fixé

_ z+2z _ z— f(20)
P(z) = . P(z) = 1 o)z
et
g=1ofodg.
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Alors g(0) = 0 et on peut appliquer le raisonnement précédent a g qui est une isométrie car f, ¢ et ¥ le sont.

Il en résulte que %(O) = 0 donc g est holomorphe en 0. Ceci montre que f est holomorphe en zy car g est
holomorphe en 0 et 1 et ¢ sont holomorphes en tout point de D.

O

Cette propriété nous donne beaucoup d’informations sur les isométries de la paire (D, p) avec la paire (D, p).
Nous pouvons cependant trouver une propriété un peu plus précise si ’on rajoute quelques hypotheses.

Propriété 2.9 Soit f une isométrie de la paire (D, p) avec la paire (D, p). Si f(0) =0 et %(0) =1, alors

Vze D

flz) ==z

Démonstration. Par la propriété 2.7 on sait que f s’écrit Vz € D

zZ—a

f(z)=A

1—az

pour un certain a € D et A de module 1.
Puis f(0) = 0 nous donne a =0 et %(O) =1 nous donne A = 1. Il en résulte que Vz € D, f(z) = z.

On en déduit le corollaire naturel suivant.

Corollaire. Soient f et g des isométries de la paire (D, p) avec la paire (D, p). On suppose que f(z) =
g(z0) et %(zo) = %(zo) pour un certain zy € D. Alors Vz € D, on a

Démonstration. On sait que g~ est aussi une isométrie de la paire (D, p) avec la paire (D, p). On considere
Y = ¢_, la transformation de Mébius qui vaut zg en 0. Alors v ~! o g7! o f 09 satisfait les hypotheses de la
propriété 2.9 donc Vz € D

plog o foyp(s) = 2

et donc Vz € D
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3 Petit et grand théoréeme de Picard par le point de vue géométrique

3.1 Courbure complexe et application au petit théoreme de Picard

Avant de démontrer le petit théoreme de Picard, nous avons besoin de la notion de courbure et de ses pro-
priétés. Ceci nous menera directement a la démonstration du petit théoreme de Picard.

Definition 3.1 Soit U C C un ouvert connexe et p une métrique sur U. La courbure de p est définie en
tout point z ou p(z) # 0 par

o —Alog(p(2))
U-,P( ) ( ) p(Z)2 .

On voit par la définition de la courbure que cet outil va mener & des propriétés calculatoires mais aussi
géométriques étant donné qu’elle fait entrer en jeu la métrique de ’ensemble.
Tout d’abord voyons quelques propriétés de la courbure que nous pouvons obtenir grace a de petits calculs.

Propriété 3.1 Soient U; et Us deux ouverts connexes et h : Uy — Uy une application conforme. Soit p
une métrique sur Us, alors Vz € U;

KUy hap(2) = Ky, p(R(2)).

Démonstration. Tout d’abord deux observations qui vont nous permettre de mener un calcul direct pour
démontrer le résultat.
Si f est une fonction holomorphe ne s’annulant pas,

Aflog(If1) = 5 Alog(If )

_ %A(log(f)) + %A(log(f))
_ 2%%10g(f) +22_%10g( f)
—0.

Deuxiéme obsevation, si g est une fonction holomorphe, on écrit g(z) = a(z) + if8(z) et on note que

o 1,0 .0
— =—(=——i=—).
dz 2 0z dy

Ainsi

1o} 1,0 .0
= 5(% fza—y)(fog)
1 8f8£ ofop . Of oo Of 0B

SRR R e Y

- 5(%895 + Jy Ox Z(‘?x Jy Zay dy

. 0 0 0 0 0
Puis en remarquant que — = — + — et — = z(— —

or 0z 0z 0Oy 0z £>

,on a en remplacant dans I’expression précédente

et en réduisant

9 _af, 99 . df, 93 f, g
&(fog) = a(g)a‘kg(g)& = 82(9)82:
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car g est holomorphe.
Puis par les mémes astuces de calcul on obtient aussi

0 of
ﬁ(fog)

dg  Oof 99 _Of
0z 9. 9gs 0z * oz 0z 9)52 0z 0z g)az'

Ce qui nous mene a

0
A(fog)= 8737( 9)
0 of
=12 (A ()%
0% f 3g ag af
020z (g)az 0z +4 0z (9)8282«
= (Afog)-ld'*

Maintenant que nous avons ces résultats il ne nous reste plus qu’a faire le calcul direct pour finir la
démonstration

—Alog(p(h(z

s o (2) = ¥ (Z() W (2)])
(

)
) - [1(2)]?
_ —Alog(p(h(z)) — Alog(|h'(2)])

(p(h(z) - [P (2)])?
—((Alog p)(h(2)))|W (2)?
(p(h(z) - [ (2)]?)
—((Alog p)(h(2)))
(p(h(2))?

= Ky, p(h(2)).

!
z
Remarque. Dans la premiére observation, le log de f est bien défini. En effet, on pose F : 2z — J;(( ))
z
si f ne s’annule pas, U; étant connexe, on sait qu’il existe G une primitive de F. G est le log de f a une
constante pres. Le log de f est aussi bien défini car f = elos(f) = !°8(f) donc log(f) = log(f).
Nous allons maintenant calculer la courbure de la métrique qui nous intéresse le plus, c’est a dire la métrique
de Poincaré.

Propriété 3.2 On se place sur D le disque unité muni de la métrique de Poincaré p, alors Vz € D

k(z) = —4.

Démonstration. Par le calcul direct on a
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w(2) = — Alog p(2)

p(z)?
_ Alog(1—[2%)
p(2)?
o 0
_ 22 Y 9 =
=4(1 - |z]") 55 55 log(1 — 2%)
0 -z
_ 22 9
=41 =2 0z1—22
B L2y |22 =1 — 22

O

Avant de passer & la suite, nous allons démontrer un petit résultat qui va nous permettre de démontrer
facilement le théoreme suivant.

Propriété 3.3 Soit U un ouvert de C. Soit f une fonction de U dans R deux fois différentiable. On
suppose que f atteint un maximum en un point zg € U. Alors

Démonstration. On va faire un développement limité au voisinage de zy = zg + iy, ce qui nous donne

0> f(z0+h) — f(z0)

1
=V f(zo,y0).h + §H€85f(9€0,y0)~h + o([[(zo, o) II?)

8%f i

G X ? G C T ) . . . N
ou Hess¢.(xo,y0) = g%”;( 0:40) daxzdfy( 0:40) est la matrice hessienne de f au point (zg,yo). D’apres

Bzdy (3307 yo) ay? (3307 yo)

I'inégalité, elle est définie négative, donc ses valeurs propres sont négatives. On en déduit que tr(Hessy) <0
ce qui équivaut a
o*f  0°f
— 4+ —==Af<0.
Ox? + 0y? U
O

Pour comprendre un peu mieux la courbure et voir en quoi elle peut nous aider & démontrer le théoreme de
Picard, nous allons énoncer et démontrer la version d’Ahlfors du lemme de Schwarz qui, en le regardant d’un
point de vue géométrique peut finalement se résumer en une inégalité sur les courbures.

Théoréme 3.1 On se place sur D le disque unité, muni de la métrique de Poincaré p. On se donne U
un ouvert connexe de C muni d’une métrique o et une fonction holomorphe f : D — U. On suppose de plus
que Vz € U, ky(2) < —4. Alors Vz € D

fro(z) < pl2).
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Démonstration. On se place sur D(0,7) pour 0 < r < 1 et on définit la métrique suivante sur ce disque

r
pr(2) = m

Cette métrique est la métrique image de p la métrique de Poincaré par 'application

¢r : D(0,r) = D

z
Z = —.
r
En effet (¢, x p)(2) = W Donc par la propriété 3.1 sa courbure vaut —4. On définit
fxo
v =
pr

On remarque que v est continue et positive sur D(0,r). De plus lim,;_,,v(z) = 0 puisque p,(z) H—> oo et
Z|—Tr

f est holomorphe sur D elle est bornée sur D(0,7) et sa dérivée aussi donc f * o est majorée. On en déduit
que v atteint un maximum en un point 7 € D(0,r). On note M le max de v.

e Si fxo(7) =0 le résultat est trivialement vrai.

e Si fxo(r)>0,0n a Aloguv(r) <0 par la propriété précédent. Or

Alogu(r) = Alog f x o(1) — Alog p,(7)
= —Kea () (f % 0(7))* + Ky, (7) - (pr(7))?
> 4(f xa())? — 4(p. (7))

la derniére inégalité étant obtenue par hypothese sur la courbure de . On a donc

fron) _,

pr(T)

donc M <1 et donc on fait tendre r vers 1~ et on obtient le résultat.
O

Ce théoreme nous donne une inégalité intéressante mais pas suffisante. Avec d’autres notations et un peu
plus de travail on peut obtenir une version plus précise et plus puissante de ce théoreme.
On se place sur D(0, @) le disque ouvert de centre 0 et de rayon a.. Pour A > 0 on définit p2 sur D(0,«) par

20

A
pilz)= ———.
») VA(e? — [2]?)
. . e . . . . z
On remarque que la métrique image de p la métrique de Poincaré par l'application ¢, : z — — donne
!

@
ba *xp= 27‘|2 Donc par la propriété 3.1 p, a une courbure de —4 et pg‘ a une courbure de —A.
o? — |z

Théoréme 3.2 Soit U un ouvert connexe muni d’une métrique o dont la courbure est supposée majorée
par une constante négative —B. Alors si f : D(0,«a) — U est une fonction holomorphe, on a Vz € D(0, «)
I'inégalité suivante

fro() < V2pd(o)
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Démonstration. Soit z € D(0,a) et soit f : D(0,a) — U. On remarque que & = /2o est de courbure
majorée par —4. On note Z = 2 € D et on définit f de D dans U par f(2) = f(aZ).
On peut donc appliquer le théoréme précédent a &, f en Z ce qui nous donne

fa(2) < p(2)

o G- 1G] < ()
e UG < o)

ce qui nous donne bien le résultat voulu car en remplagant, on obtient

2 7@ A(z)
VB@— ) VB

fro(z) <

O

Maintenant que nous en savons un peu plus sur la courbure grace a ces inégalités nous allons pouvoir
démontrer le théoreme de Liouville du point de vue géométrique.

Théoréme 3.3 Soit U C C un ouvert muni d’une métrique o ne s’annulant pas et vérifiant Vz € U

ke(2) < —B <0

pour une certaine constante positive B.
Alors si f : C — U est une fonction holomorphe, elle est constante.

Démonstration. Le but va étre de montrer grace au théoréme précédent que f’ = 0.
Soit z € C fixé et A > 0 une constante. On choisit o > |z| et on considere le disque D(0,«) muni de la
métrique pZ. On a donc 'inégalité

fro) < {gpﬁz)

dans laquelle on va faire « — 400, ce qui donne

fx0o(2) <0
donc

fro(z)=0.

Ce qui est vrai si et seulement si f'(z) = 0.
On en conclut que f' = 0 et donc f est constante.
O

On en déduit directement le théoréme un peu moins général suivant, qui est celui vu en cours de M1. Nous
allons quand méme en faire la démonstration car celle-ci utilise le point de vue géométrique.

Théoréme 3.4 Soit f une fonction holomorphe entiere et bornée. Alors f est constante.

24



f
M+1

Démonstration. Soit f une fonction holomorphe entiere bornée. Notons M sa borne supérieure, ainsi
est une fonction de C dans D ot D est muni de la métrique de Poincaré p de courbure —4.

est constante.

Ainsi par le théoreme précédent, J;_ 1

O

On se rend compte avec ce théoreme que 1’on est de plus en plus proche de la démonstration du petit théoreme
de Picard. On voit en effet par le Théoreme 3.1 que si I'on a une fonction f holomorphe qui est a valeurs
dans un ouvert muni d’une métrique dont la courbure est majorée par une constante strictement négative,
alors f est constante. Il serait donc intéressant de trouver une telle métrique pour répondre aux criteres du
petit théoreme de Picard. Nous allons dans le théoréme suivant construire une telle métrique.

Théoréme 3.5 Soit U C C un ouvert tel que C\ U contienne au minimum deux points. Alors il existe
une métrique p sur U vérifiant

ku(2) <—B <0
pour une certaine constante positive B.
Nous allons d’abord démontrer ce théoreme puis nous discuterons de la démonstration qui n’est pas in-

tuitive puisqu’il s’agit de prendre la métrique en question et de constater qu’elle vérifie bien ce que I'on veut.
Il sera donc intéressant par la suite de comprendre d’ou vient cette métrique.

Démonstration. Quitte a composer par une translation et une homothétie on peut supposer que les deux
points qui ne sont pas dans U sont 0 et 1. Ainsi on note Co1 = C\ {0,1}. On définit p par

) (1 4+ |z|2/3)1/2 (14 |z —1|V/3)1/2
z) = .
70 =170

La premiére observation faite dans la démonstration de la propriété 3.1 nous donne

(L4 [z 1 1/3 5 2
Alog[ 2]570 = 2Alog(l +|2|7°) 12A10g(\z| )
=2 o log(1 + (22)Y/%)
020Z

18 z1/65-5/6

3021+ (22)1/6

_ 1%Z75/6275/6(1 + (25)1/6) _ Z1/6275/6(%z75/621/6)
(14 (22)1/6)2

w

1
A8[P/(1 A+ [2]15)

D’autre part on calcule exactement de la méme maniere
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14 |z — 1[1/3)1/2 1 5

Alog ( L—1||5/6) :§Alog(1—|—|Z—1|1/3)—§A10g<‘z_1|2)

_y o2 log(1 + (2 — 1)(z = 1))1/6)
020%
10 (o
C30z14 ((z—1)(z —1))1/6
1
= 18|Z — 1|5/3(1 + ‘Z _ 1|1/3)2.
D’ou
) = —— 2 — 1P + 2
u(2) =

18 [(T+[[V3)3(1+ 1z = 1M3) (14 [2]/3)(1 + |z — 1]1/3)3

On observe que
Vz € Coa1,ku(z) <0
lim,oku(2) = lim,1k,(2) = —%
lim) ) —ockip(2) = —00
Ce qui montre que &, est majorée pas une constante négative.

(1|2 /3) 1

Comment a t’on trouvé i 7 Regardons uniquement le terme [ qui possede une singularité en

|2[5/6
- 5 L+ =12y : )
0. L’argumentation sera exactement la méme pour le terme | 1[F76 qui possede une singularité
. —

en 1.

On se place sur 'ouvert U = Cy; muni d’une métrique o que 1'on définira pour nos calculs. On cherche une
métrique invariante par rotation donc on peut penser que la métrique que 1’on cherche sera fonction de |z|.
On constate dans un premier temps que pour tout z € U et pour tout a € R, si o(z) = |z|*, alors on a
Alogao(z) = 0. On peut ensuite essayer de calculer la courbure pour une métrique qui ressemble a celle du
disque de Poincaré. Calculons la courbure pour o définie par o(z) = (1 + |2]|*)”.

 Alog((1 + |2*)")
(L +[2]*)?F
45 0? _
=— log(1 /2
(1+ |2|*)%8 020z og(L+ (22)™7)
___ 4B dazit
(1+ [2]*)2F 0z 2 (1 + 22)2

Ko (2) =

B 43 ara a2 ay O e=2o o 1
= s 3T A - 56T 62 |
OL25|Z|0¢72

(1 + |z|)2+28°

Or on veut que cette courbure ait une limite strictement négative au voisinage de I'infini et au voisinage de
0. Mais les valeurs de a et 8 qui donnent cela au voisinage de 0 ne donnent pas cela en l'infini et vice versa.
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C’est pour cela que l'on a besoin du terme en |z — 1|, en I'incluant dans la métrique on peut influer sur la
limite en linfini sans influer sur la limite en 0. Le terme en |z| va faire de méme et modifier la limite en I'infini
de la courbure en |z — 1| sans influer sur la limite en 1. Pour avoir un peu plus de liberté on peut multiplier
la métrique o par |z|” qui comme on ’a vu par la premiere observation, va seulement multiplier la courbure
par |z|727.

Le probléeme étant symétrique en 0 et en 1, les puissances «, 8 et v seront les mémes sur les termes en |z| et
en |z — 1].

Avec toutes ces observations et tous les calculs précédents on obtient donc pour la métrique o définie par

o(2) = [(L+ =17 12P] - [(1+ ]2 = 1))z = 1]

une courbure en tout point de U de

Ko(2) = — [82—?'?;“_)22:;] ' [((1 Ny 1|i)5‘z — 1w)2} - [anfz__llaa_):z;] ' [((1 + |z|i)/3|2|7)2

Puis on calcule les limites en 0,1 et co et on trouve «, 5 et 7 pour obtenir une courbure strictement négative
sur U.

On peut maintenant démontrer sans effort le petit théoreme de Picard en utilisant les résultats démontrés
précédemment.

Théoréme 3.6 Petit théoreme de Picard.
Soit f une fonction entiere & valeurs dans un ouvert U C C. On suppose que C \ U contient au moins deux
points. Alors f est constante.

Démonstration. Soit f et U tels que dans I’énoncé du théoréme. Par le Théoréme 3.5, comme C\U contient au
moins deux points, on peut construire une métrique sur U de courbure strictement inférieure & une constante
négative pour tout z € U. De plus comme la fonction f est entiere, par le Théoreme 3.3, f est constante.

O

Ceci conclut la partie sur le petit théoreme de Picard.

3.2 Familles normales, métrique sphérique et grand théoréeme de Picard

Nous allons dans cette section adopter un point de vue différent. Nous allons définir de nouvelles notions,
notamment la notion de famille normale ainsi que leurs propriétés qui nous meéneront au théoreme de Marty.
Ceci nous permettra d’arriver a la démonstration du grand théoreme de Picard.

Tout d’abord définissons notre outil principal pour cette section. Voici plusieurs définitions concernant les
familles normales.

Definition 3.2 Soit {2 un ouvert connexe, soit (g ), une suite de fonctions de € & valeurs dans C. La suite
(gn)n est dite normalement convergente vers une fonction limite, notée g, si, Ve > 0 et pour tout compact

K C , il existe un entier positif IV tel que si n > N et z € K, alors

lgn(2) —g(2)| <e.

Cette notion est équivalente a la notion de suite de fonctions qui converge uniformément sur les compacts de
Q vue en cours de M1.

Definition 3.3 Soit {2 un ouvert connexe, soit (g, ), une suite de fonctions de 2 & valeurs dans C. La

suite (gn)n est dite normalement divergente si pour tout compact K C 2, pour tout compact L C C il existe
un entier positif N tel que sin > N et z € K, alors g,(z) ¢ L.
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Cette notion revient a converger uniformement vers 'infini sur les compacts de 2.

Definition 3.4 Soit 2 € C un ouvert connexe et soit F une famille de fonctions de Q & valeurs dans
C. F est appellée famille normale si toute suite d’éléments de F possede soit une sous-suite normalement
convergente, soit une sous-suite normalement divergente.

Avec cette notion de famille normale il vient naturellement le théoréme de Montel.

Théoreme 3.7 Soit €2 un ouvert connexe et F une famille de fonctions holomorphes sur €. Si pour tout
compact K C il existe une constante M telle que Vz € K,Vf € F

|f(2)] < Mk

alors F est une famille normale.

Ce théoreme ayant été démontré dans le cours de M1 on ne détaillera pas la démonstration ici. De plus
cette démonstration ne fait pas appel & des notions de géométrie mais a des notions de topologie.

On peut énoncer un autre théoreme classique sur les familles normales, le théoréme d’Ascoli-Arzela.

Théoréme 3.8 Soit (F,d) un espace métrique. On considere C(K, E) muni de la métrique uniforme.
Alors on a I’équivalence suivante.

F C C(K, E) est relativement compact <
1)Vz € K,Ve > 0, il existe V un voisinage de z tel que Vf € F;Vy € V,d(f(z), f(y)) < e.
2\Wx € K, F(x) ={f(z) : f € F} est relativement compact.

Remarque. Comme K est compact, 1) est équivalent & uniformément équicontinue.

Ce théoreme ayant aussi été démontré dans les cours de M1, il ne sera pas démontré ici. Nous allons main-
tenant introduire la notion de métrique sphérique. On considére la sphere de Riemann que l'on associe a
C = CU{oo} via la projection stéréographique. On définit une métrique sur la sphére de Riemann par

_ 2
ERENFE

7(2)

Nous pouvons maintenant parler de familles normales de C.

Definition 3.4 bis Soit U C C un ouvert connexe. Soit F une famille de fonctions de U a valeurs
dans C. F est appellée famille normale si toute suite d’éléments de F admet une sous-suite qui converge
uniformément sur les compacts de U vers une fonction f : U — C au sens de la distance d,. C'est & dire
Ve > 0,VK C U compact, il existe N € NVn > N on a

sup(dr(fn(2), f(2)) < e

e K

On remarque que pour cette définition on parle seulement de sous-suite normalement convergent et pas
de sous-suite normalement divergente. En effet, comme nous considérons C, ’équivalent d’une suite qui di-
verge sur les compacts de U est en fait une suite qui converge vers oo sur les compacts de U.

Avant de passer & la suite nous avons besoin d'un lemme et d’un théoréeme qui seront utiles pour la
démonstration suivante. De plus les isoler permettra de mieux comprendre le comportement des familles
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normales, notamment sur C.

Lemme. Soit F une famille de fonctions de  dans C telle que VK compact de Qona Fx = {fijx : f € F}
est relativement compact. Pour toute suite (f,), d’éléments de F, il existe une fonction g et une sous-suite
de (fn)n qui converge uniformément vers g sur les compacts de Q.

Démonstration. 1l existe (K, ), une suite de compacts de Q vérifiants Vn € N/ K,, C Q, K,, C K, et
Q= U K,.
neN*
Soit (fx)r une suite de F. Il faut montrer qu’il existe une sous-suite qui converge uniformément sur les com-
pacts. On va utiliser le procédé diagonal.
Soit ¢1 : N — N strictement croissante telle que ( fs1(k))k converge uniformément sur K vers une fonction
¢1 définie sur K. Une telle sous-suite existe car Fg, est relativement compact.
On suppose maintenant que {¢; : i € [1;I]} sont toutes construites de telle fagon que (fg, o...0p, (k))& cOnverge
uniformément sur K vers une fonction g; définie sur K;. On a donc par unicité de la limite, g;jx, , = gi—1.
Il existe alors ¢y41 : N — N strictement croissante telle que (fg, o...o¢(¢1.1 (k)))k cOnverge uniformément sur
K1 (C’est vrai car Fk,,, est relativement compact) vers une fonction ¢g;41 : K41 — C telle que gi41|x, = gi-
Soit alors ¢ : N — N définie par ¢(k) = ¢1 0 - 0 ¢r(k), ¢ est strictement croissante.
Montrons que (fg(x))x converge uniformément sur les compacts vers une fonction g définie par g(x) = gn(x)
six e K.
Cette fonction est bien définie car si z € K,, N K,;, pour n < m, alors ¢, (z) = gm(z).
Soit K un compact de Q. Alors il existe N € Ntel que K C Ky et donc sup (d(fem)(x),g(x)) < sup (d(fom)(x), gn(x)).
rzeK reEKN
Or par construction, sup (d(fs,o..-06x (k) (), gn(z)) — 0
K k—o0

reEKN

i.e. Ve > 0, il existe kg tel que Vk > ko, Vx € Ky,
d(f¢1o--~o¢1\/(k)(x)7gN(x)) <e

donc si k > ko et k > N, comme ¢(k) = (p10---0dn)(Ppnt1 0 0k)(k) et (pnt10---0dk) (k) <k < ko,

on aura

sup (d(fo) (), 9(x)) <e.
reK

O

Théoréme 3.9 Soit (f,), une suite de fonctions de M(€2) (L’ensemble des fonctions méromorphes sur
Q) qui converge uniformément sur les compacts vers f : Q — C. Alors f € M(Q) et (f#), converge uni-
formément sur les compacts vers f#.

Démonstration. Soit f : © — C une fonction méromorphe. En définissant f : © — C telle que f vaut co en

ses pdles on peut dire que Vz € §, si f(z) # oo alors f est dérivable en z et si f(z) = oo alors 1 est dérivable
en z. /

f est continue comme limite uniforme sur les compacts de fonctions continues. Soit zo € €.

e Premier cas : f(zp) # oo.

Par continuité, il existe § > 0 tel que D(zp,0) C Q et pour tout z € D(zg, 9)
1 d
4:((2),00) > 5d-(f(20),00) >0 = |f(2)] < C = tan (W) .

Or (fn)n converge uniformément vers f sur D(zg,d), donc il existe ng tel que Vn > ng,Vz € D(z9,0)

dr(f(20), OO))

1 (£2(2).50) > 1o (F(z0)00) >0 = Ifn(Z)ISC':tan< -

29



donc (fy)n est holomorphe sur D(z,d) et

N (s 2[f(z) — fn(2)] 2 _ 1
G ) 2 e S E AR TG~ VITC? VIt 0P

1f(2) = fa(2)]

donc (fy)n converge uniformément vers f sur D(zg,d) (pour la distance usuelle), donc f est holomorphe sur
D(zp,90) par le théoreme de Weierstrass. De plus (f},), converge uniformément vers f’ sur D(zp, g) et donc
(f#)n converge uniformément vers f# sur D(zp,9).

e Deuxieme cas : f(zg) = oo.

1
On pose alors g(z) = ——,¢g(z0) = 0 et on fait le méme raisonnement avec g, = — car d,(f,(2), f(2)) =
z

f(2) fn
dr(gn(2),9(2)) et g#(2) = f#(z). -

Remarque. Si (f,), est une suite de fonctions holomorphes de § & valeurs dans C telle qu’il existe
f:Q— C et (fn)n converge uniformément sur les compacts vers f pour la distance sphérique. Alors, soit f
est holomorphe, soit f = oo et (f,,), converge uniformément sur les compacts vers f pour la distance usuelle.
En effet par le théoréeme précédent on sait que f est méromorphe.

Supposons qu’il existe zg € Q tel que f(zg) = co.

1
M) = dr(fu(20),00) — dr(f(20),00) =0

donc | fr(20)] =2 00 ie.  fn(20) =2 00

2 arctan (

donc il existe § > 0, il existe C' > 0 tels que D(zp,d) C 2 et Vz € D(zp,9)

f)>C et |fu(2)]>C.

Considérons g, (z) = ﬁ(z) et g(z) = ﬁ

Les f,, étant toutes holomorphes, les g, ne s’annulent pas et

< 2‘9(2) 7gn(z)| < 2 _
VITIEEVIFgZ) ~ 1+ &=

donc par le théoréeme d’'Hurwitz, g = 0 sur D(zg,0) (i.e. f = oo sur D(zg,0))
Or Q est connexe donc f = oo sur €.

dr(fn(2), f(2)) = dr(gn(2), 9(2))

Donnons maintenant une caractérisation de cette nouvelle notion de famille normale grace au théoreme
de Marty

Théoréme 3.10 Si F C M() on a I’équivalence suivante

2[f'(2)|
F est normale < VK compact de §2, — | <
ST NOT1, comp jg£(1+|f(z)|2 0
fer

Démonstration. Commencons par démontrer le sens <.

Soit K un compact de , soit Fx = {fjx : f € F} CC(K, C) ot C est muni de la distance sphérique d, .
Soit z € K.

e F(x) est relativement compact dans C car ((@, d;) est compact car S? muni de la distance sphérique est
compact.

e Soit & > 0 tel que D(z,0) C Q. Alors si y € D(z,6) et f € F, on a pour le chemin ~ défini par
() = (1 -tz +ty
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1
d (f (@), f(y) < / 1 07 (8) . romy oyl

L)
< [ T amEn o

207 N,
< <1+|f(z)2> =l

z€D(x,0)
fer

Donc 1) est vérifié donc Fg est relativement compact.
Le lemme précédent nous dit exactement que F est normale.

Démontrons maintenant le sens =. On définit

b AFE)
&= e

appelé dérivation sphérique. Supposons qu’il existe K tel que

sup (J#(2)) = o0
zeK
feF

donc Vn € N, il existe f, € F tel que sup(f#(z)) >n (%)
z€K

Or F est normal donc il existe g :  — C et ¢ : N — N strictement croissante telle que (fg(,))n converge
uniformément sur les compacts vers g.
Or par le théoreme 3.9, ceci entraine que g € M(Q) et ( ff(n))" converge uniformément sur les compacts vers

g7 ce qui contredit (x).

O
Remarque. f#(z) = m est appelé dérivation sphérique car
- d(f(z+h), f(2)) _ 2 flz+h)— ()] | _ 2[f'(2)
AT R <|1+f<z+h><z>|> G

Avec tout ce que nous avons démontré il ne reste plus que peu de travail avant de pouvoir démontrer le grand
théoreme de Picard, qui sans I'utilisation du point de vue géométrique nécéssite I'utilisation de la fonction
elliptique modulaire. Nous avons besoin pour cela d’une version plus générale du théoreme de Montel.

Théoréme 3.11 Soit U C C un ouvert connexe. Soient P, Q) et R trois points distincts de C. Si F est
une famille de fonctions holomorphes & valeurs dans C \ {P, Q, R}, alors F est une famille normale au sens
de la définition 3.4 bis.

Démonstration. Quitte a appliquer une homographie, on peut supposer P = 0, R = co et Q = 1. On se donne
F une famille de fonctions holomorphes a valeurs dans Cp ; et on veut montrer qu’elle est normale. Comme

tout compact est inclus dans un disque de la forme D(0,a) = {z € C : |z|] < a}, on peut se restreindre &

, . . 1 1/3\1/2 1 -1 1/3\1/2
I'étude sur ces disques. On considere u(z) = {( +||z|‘5/6) K +‘|271|‘5/6)

sous section précédente et on la multiplie par la bonne constante de telle sorte que sa courbure soit majorée

par —4 puis on applique le Théoréeme 3.4 avec A = 4 et B = 4 ce qui nous donne pour tout f € F et
Vz € D(0,a)

la métrique construite dans la

fxulz) < p(2).
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On remarque de plus que si I'on restreint o la métrique sphérique a Cona

o(z) 2
w(z) [1+]2)2] - [(1+|Z|1/3)1/2} . [(1+|Z—1\1/3)1/2}

[2[F75 [2=1[°7

2 (12"/%)z - 1°/%)
[+ P (L P2 (L [ = 1 7)1

donc

o(2) a(z) o(2)

l' ,:l :l 7:0.
M0 Gy T ) T )

On en déduit qu’il existe une constante M telle que Vz € Cy 1

o(z) < M- p(z)

et en combinant les deux inégalités précédentes, on obtient sur D(0, a)

fF=frxo<M-fsxp<M-pf.

On a donc que f# est bornée sur chaque compact K C D(0,a). On conclut par le théoréme de Marty qui
nous affirme que la famille F est normale. O

On peut maintenant démontrer le grand théoreme de Picard

Théoréme 3.12 Grand théoreme de Picard.
Soit U = D'(0, ) = D(0, ) \ {0} et soit f une fonction holomorphe sur U qui admet une singularité essen-
tielle en 0. Alors si V est un voisinage ouvert de 0 inclus dans U,

f(V) 2 C\ {z}

pour un certain zg € C.

Démonstration. Quitte & appliquer une translation et une homothétie, on peut supposer que U = D’(0,1) =
D’. On va démontrer le théoréme par contraposée. On suppose donc que f ne prend ni la valeur 0, ni la valeur
1 (encore une fois si les valeurs que f ne prend pas ne sont pas 0 et 1, on peut appliquer une translation et
une homothétie pour que ces valeurs 1a soient 0 et 1, sans perdre de généralités).

On pose f,(z) = f (i) et F = {f, : n € N}. Par le théoréme précédent, comme les f,, sont tous & valeurs

dans Cy 1, alors la famille 7 est normale. C’est une famille de fonctions holomorphes donc il existe une suite
(fny )k d’éléments de F qui converge normalement ou diverge sur tout compact.

Si la suite (fy, )r converge normalement, alors elle est bornée sur les compacts de D’. En particulier la
suite est bornée sur {z : [2| = £} par une constante M donc f est bornée sur tous les compacts {z : [z| = 52

TTWEERS |2 < 57—

par cette méme constante M. Le principe du maximum appliqué & chaque Dy = {z € D’ : T

nous dit donc que f est bornée par M sur chaque Dy donc f est majorée par M sur {z : 0 < |z]| < ﬁ .
Donc 0 est une singularité apparente de f.

1
Si la suite (fy, )r diverge sur tout compact, on applique le raisonnement précédent a ? pour montrer que

lim,_0f(2z) = co. Donc 0 est un pdle pour f.
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Ceci montre que si f omet deux points (ou plus) sur un voisinage de 0 alors f admet soit une singula-
rité apparente en 0, soit un pole en 0 et on a donc bien par contraposée le resultat de notre théoréme. O
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